
Inledande Matematisk Analys F1
TMA970
TENTAKIT

Datum Tenta Lösning Svar
1999-10-20 x x
2000-01-12 x x
2001-10-24 x x
2002-01-15 x x
2002-08-19 x x
2002-10-23 x
2003-01-14 x x
2003-08-18 x x
2003-10-22 x x
2004-01-13 x x
2004-08-16 x x x
2004-10-20 x x
2005-01-11
2005-10-19 x x
2006-01-10 x x
2006-08-21 x x

20 oktober 2006



Svar till tentor i inledande matematisk analys F1, tma970, ht 06

03-01-14
1.(a),(b) konvergent; (c),(d) divergent; (e),(f),(h) falskt; (g) sant
2.(a)1, (b) 3. lok. max: 0, lok. min:6e 5

21 , inflex.pkt: 0,5
1�� , g

4.(a)

rafen:

cxx ��
�� tan1

2 ��
2

     (b) 5
24�S

03-08-18
1.(a),(b),(e),(f),(h) konvergent;(c),(d),(g) divergent2.(a)3, (b) 4

3

3. asymptoter: , lok. max:1,1 ��� � xyx 1�� , lok. min: 3,         grafen: 

4.(a) �� �� �� ���� ��2
1

3
2

3
22 sinarctan1sinsinln   (b) �������� xxx �S

5. �� ��32ln ��

03-10-22
1.(a),(d) konvergent; (b),(c) divergent; (f),(h) deriverbar; (e),(g) ej 
deriverbar 2.(a) 2

1 (b) �� 3. asymptoter:1 1�r� x ,

lok. max: 3�� , lok. min: 3 , infl. pkt. 3,0,3�� ,                 grafen:

4.(a) �� �� cxx ����
66

arctan6      (b) 32
82 ���S

04-01-13
1.(c),(d) konvergent; (a),(b) divergent; (e),(g) finns; (f),(h) finns e
2.(

j
a) ex. ej (b) 0      3. lok.min: 1�r , infl.pkt: 3�r ,             grafen:

4.(a) �� �� �� �� �� �� c��3xxxx x���������� ��
3

122
2
1 arctan21ln

   (b) �� ��
5

1
5

4
5

1 ��1101027
16 ��

04-08-
1
2.(a)1 (b)
3. asymptot: �f� i0y , infl.pkt: 0 och 2, grafe

4.(a) �� x ��2 (barctan ) 8
2���S

05-10-
1 0�zx
b) lok. minimum 223����� x , maximum i 0, asymptot: 0� y

c) �� ��
�� ��

�°
�®

�t��
� 

0om22 xx
xF

�°�­ ������������ 0omarctan21ln2 xxxx

4.a 0� y

b) �� ��223ln ��

19
. (c) falsk, övriga sanna 2. 0         3.a) f är deriverbar i alla punkter 

 i 

�� ���¯ ��1ln x
) �> �>�f� ,0fD , f är strängt konvex, asymptot:

16
.(b),(d),(e),(f),(h) konvergent; (a),(c),(g) divergent

1
n:

arctanarctan ��        5. ��



Matematik CTH&GU

Tentamen i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2006-08-21, kl. 8.30-12.30 i V
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa,
Telefon: Jonas Hartwig, tel. 0762 – 721860
OBS:  Ange linje och inskrivningsår samt namn och personnummer på skrivningsomslaget.
           Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad du vill ha rättat.
================================================================

1. Avgör om följande integraler konvergerar eller divergerar. Motiver väl! 

a) �³ ��

3

1 2
1 dx

x
b) �³ ��

3

1 2
1 dx

x
c) �³ ��

3

1

2ln dxx . (8p)

2. Visa att � ��
��1

2
5

2
2arctanarctan

x
xx �� ��

5

62
2

2

arctan
��

��

x

xx    för alla RIx�• . (6p)

3. Funktionen   ges avRIRIf �o:

�@ �>22 , �S�S��� fD , �� �� 00 � f   och �� �� �� ��
x

xxf cosln�   för fDx�•�z0 .

a) Visa att f är   (dvs. f  är deriverbar och1C f �c  är kontinuerlig). 

b) Visa att f  är injektiv och beräkna �� ��01��Df .

(8p)

(8p)

4. Låt �� ��
xe

xxf
x 2cosh
cosh� .

a) Rita funktionskurvan �� ��xfy �   med angivande av asymptoter och extrempunkter.

b) Motivera varför integralen   är konvergent (2p)  och beräkna den (6p).�� ���³
�f

0

dxxf

(7p)

(8p)

5. Låt RIDRIa �Ž�• ,   och .RIRIf �o:

a) Vad menas med  "a  är inre punkt iD"  och  vad är "supremum avD"?
b) Visa att omf  är deriverbar ia  så ärf  även kontinuerlig ia.

(3p)

(4p)

6. Formulera och bevisa differentialkalkylens medelvärdessats (Lagrange's sats). (8p)

Betygsgränser:

24p – 35p  ger betyget 3,  36p – 47p ger betyget 4,     48p  eller mer  ger betyget 5 BB



Tentamen inledande matematisk analys
för F1 (tma970), 06-08-21
uppg. 1

Alla integraler är generaliserade i x = 2 ; vi betraktar med n 2 N

I n =

2� 1
nZ

1

f (2 � x) dx +

3Z

2+ 1
n

f (x � 2) dx:

a) Redan

2� 1
nZ

1

1
2� x dx = [ � ln (2 � x)]

2� 1
n

1 saknar gränsvärde då n ! 1 .

b)

2� 1
nZ

1

1p
2� x

dx +

3Z

2+ 1
n

1p
x � 2

dx =
�
� 2

p
2 � x

� 2� 1
n

1 +
�
2
p

x � 2
� 3

2+ 1
n

har ett gränsvärde då n ! 1 .

c)

2� 1
nZ

1

ln (2 � x) dx +

3Z

2+ 1
n

ln (x � 2) dx = [part. int.] =

= [ � (2 � x) ln (2 � x) � x]
2� 1

n
1 + [( x � 2) ln (x � 2) � x]32+ 1

n

har ett gränsvärde då n ! 1 ty lim
n !1

1
n ln 1

n = 0 .

svar : a) divergent, b) och c) konvergent

uppg. 2

Sätt f (x) = arctan 2x
5 + arctan 2x

x 2 +1 � arctan
2x (x 2 +6 )

x 2 +5 ; f är deriverbar på R.

lösning 1: Visa f 0 = 0 : det ger f = c och f (0) = 0 ger då påståendetf � 0:

f 0(x) =
2
5

1+ ( 2x
5 )2 +

2(x 2 +1 � 2x 2 )
( x 2 +1 )2

1+
�

2x
x 2 +1

� 2 �

2(( 3x 2 +6 )( x 2 +5 ) � 2x 2 (x 2 +6 ))
( x 2 +5 )2

1+
�

2x ( x 2 +6 )
x 2 +5

� 2 =

= 2�5
25+4 x 2 +

2(1� x 2 )
x 4 +6 x 2 +1 �

2(x 4 +9 x 2 +30 )
x 4 +10 x 2 +25+4 x 2 (x 4 +12 x 2 +36) =

= 2
5x 4 +30 x 2 +5+ (1� x 2 )(25+4 x 2 )

(25+4 x 2 )( x 4 +6 x 2 +1) � 2 x 4 +9 x 2 +30
4x 6 +49 x 4 +154 x 2 +25 =

= 2 x 4 +9 x 2 +30
4x 6 +49 x 4 +154 x 2 +25 � 2 x 4 +9 x 2 +30

4x 6 +49 x 4 +154 x 2 +25 = 0 vsv

lösning 2: Visa tan (V L) = tan ( HL ), det ger f (x) = n� , f (0) = 0
[eller lim

x !1
f (x) = �

2 + 0 � �
2 = 0 ] ger då påståendet.

Sätt � = arctan 2x
5 och � = arctan 2x

x 2 +1 , då är tan ( � + � ) = tan � +tan �
1� tan � � tan � =

1



=
2x
5 + 2x

x 2 +1

1� 4x 2

5( x 2 +1 )
=

2x (x 2 +1+5 )
5x 2 +5 � 4x 2 =

2x (x 2 +6 )
x 2 +5 = tan ( HL ) vsv.

Anm: f är udda, det räcker alltså att betrakta x � 0.

uppg. 3
f (x) = ln(cos x )

x för 0 6= x 2 D f =
�
� �

2 ; �
2

�
och f (0) = 0 :

a) f är C1 i alla punkter 0 6= x 2 D f ty f är sammansatt av

C1 funktioner ( cosx > 0 i D f ). För origo gäller

f (x ) � f (0)
x = ln(cos x ) � 0

x 2 =
ln

� p
1� sin 2 x

�

� sin 2 x � � sin 2 x
x 2 = � 1

2 �
ln (1� sin 2 x )

� sin 2 x �
�

sin x
x

� 2
,

alltså är f deriverbar även i 0 med f 0(0) = lim
x ! 0

f (x ) � f (0)
x = � 1

2 ,

ty lim
t ! 0

ln(1+ t )
t = lim

t ! 0
sin t

t = 1 . Vidare gäller för 0 6= x 2 D f :

f 0(x) = � x tan x � ln(cos x )
x 2 = � sin x

x cos x � ln(cos x )
x 2 �!

x ! 0
� 1 �

�
� 1

2

�
= � 1

2 = f 0(0),

det visar att f 0 är kontinuerlig även i 0.

b) Eftersom f är udda, så räcker det att betrakta endast x 2
�
0; �

2

�
:

f 0(x) = � 1
x 2 (x tan x + ln (cos x)) ; vi visar nu att

g (x) = x tan x + ln (cos x) > 0 för x 2
�
0; �

2

�
, det ger nämligenf 0(x) < 0

för x 2
�
0; �

2

�
och det ger i sin tur att f är strängt avtagande, alltså injektiv

(på hela D f ): g0(x) = x
�
1 + tan 2 x

�
+ tan x � tan x = x

�
1 + tan 2 x

�
> 0,

alltså är g strängt växande och såledesg(x) > g (0) = 0 för x 2
�
0; �

2

�
.

Df � 1 (0) = 1
Df (a) då f (a) = 0 , alltså a = 0 och Df � 1 (0) = 1

Df (0) = � 2.

svar : b) Df � 1 (0) = � 2

uppg. 4
f (x) = ex + e� x

ex (e2x + e� 2x ) = e2x +1
e4x +1 .

a) f 0(x) =
2e2x (e4x +1 ) � (e2x +1 )4e4x

(e4x +1) 2 = 2e2x e4x +1 � 2e4x � 2e2x

(e4x +1) 2 =

= � 2e2x

(e4x +1) 2

�
e4x + 2e2x � 1

�
= � 2e2x

(e4x +1) 2

� �
e2x + 1

� 2
� 2

�
=

= � 2e2x

(e4x +1) 2

�
e2x + 1 +

p
2
� �

e2x + 1 �
p

2
�
, alltså

f 0(x)
�

> 0, då e2x <
p

2 � 1 (dvs då x < 1
2 ln

� p
2 � 1

�

< 0, då e2x >
p

2 � 1 (dvs då x > 1
2 ln

� p
2 � 1

� ;

f antar alltså i x0 = ln
p p

2 � 1 ett strängt maximum f (x0) =
p

2� 1+1

(
p

2� 1)2
+1

=

=
p

2+1
2 ; vidare gäller f (x) = e� 2x + e� 4x

1+ e� 4x �!
x !1

0 och

f (x) = e2x +1
e4x +1 �!

x !�1
0+1
0+1 = 1 , dvs y = 1 och y = 0 är asymptoter

(i �1 resp. i 1 ).

2



b) Eftersom f (x) = e2x +1
e4x +1 < 2e2x

e4x för x � 0 och

1Z

0

2
e2x dx konvergerar,

så konvergerar även

1Z

0

f (x) dx. En primitiv funktion till f fås t. ex.

med substitutionen e2x = t
�
2e2x dx = dt

�
:

R
e2x +1
e4x +1 dx =

R
t +1

t 2 +1
1
2t dt =

[pbu]= 1
2

R�
1
t + 1� t

1+ t 2

�
dt = 1

2

�
ln t + arctan t � 1

2 ln
�
1 + t2

�
+ c

�
,

en primitiv funktion till f är alltså F (x) = 1
2

�
ln

�
e2x

p
1+ e4x

�
+ arctan

�
e2x

� �

och därmed

1Z

0

f (x) dx = lim
x !1

F (x) � F (0) = 1
2

�
0 + �

2 + ln
p

2 � �
4

�
=

= � +2 ln 2
8 ( e2x

p
1+ e4x = 1p

e� 4x +1
�!

x !1
1):

svar : a) maximipunkt
�

ln (
p

2� 1)
2 ; 1+

p
2

2

�
, asympt.: y = 1 ; y = 0 , b) � +2 ln 2

8

52.50­2.5­5

1

0.75

0.5

0.25

0

x

y

x

y

y = f (x) i uppg. 4a

1.510.50­0.5­1­1.5

5

2.5

0

­2.5

­5

x

y

x

y

y = ln(cos x )
x (uppg.3)

3



Matematik CTH&GU

Tentamen i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2006-01-10, kl. 14.00-18.00 i V
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa,
Telefon: Johan Jansson och Peter Lindroth, tel. 0762 – 721860 och 0762 – 721861
OBS:  Ange linje och inskrivningsår samt namn och personnummer på skrivningsomslaget.
           Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad du vill ha rättat.
================================================================

1. Låt . Beräkna �� �� xxxf arctan� 

a) b)   (enbart standardgränsvärden får användas).�� ��1f �c �� ��xf
x ���o 0
lim (6p)

2. Visa att �� �� xxxf cos���   är injektiv och beräkna �� ��11��Df (derivatan av  i punkten 

1).

1��f

Ange ävenf:s inflexionspunkter. 
(7p)

3. Låt �� �� 21
1
x

xf
��

�   och

�� �� �� ���^ �`xfyxyxD �d�d�d�d� 0,0:, 2
1

1 , �� �� �� ���^ �`xfyxyxD �d�d�d�d� 0,8:, 2
3

2 .

a) Beräkna arean av området   och arean av området .1D 2D

b) Visa att   och   har lika stor area.1D 2D

(3p)

(4p)

4. Bestäma  så att kedjelinjen axaxy �d�d��� ,cosh   här längden 2 (längdenheter). (7p)

5. Låt �� ��
�� �� 162

32
4 ����

� 
x

xf .

a) Utveckla   med hjälp av binomialteoremet.�� 42��x ��
b) Partialbråksuppdela .�� ��xf

c) Rita kurvan �� ��xfy �   med angivande av extrempunkter och asymptoter.

d) Motivera varför den generaliserade integralen   är konvergent 

d1)  utan att beräkna den  (2p) d2)  genom att beräkna den  (5p).

�� ���³
�f

1

dxxf

(2p)

(3p)

(7p)

(7p)

6. Låt   vara deriverbar. Visa att omf  antar ett lokalt extremvärde i en 
punkt   så är

RIRIf �o:

0x �� �� 00 � �cxf . Gäller omvändningen? (7p)

7. Formulera och bevisa integralkalkylens medelvärdessats för två funktioner. (7p)

Betygsgränser:

24p – 35p  ger betyget 3,  36p – 47p ger betyget 4,     48p  eller mer  ger betyget 5 BB



Tentamen i inledande matematisk analys
för F1 (tma970), 06-01-10
uppg. 1

�i (�{) = �{arctan �{ = �harctan �{ ln �{ = �h
arctan �{

�{ ( �{ ln �{) ���$
�{�$ 0+

�h1·0 = 1 (standardgränsvär-

den och �h�{ är kontinuerlig ) och �i 0(�{) = �harctan �{ ln �{
³

arctan �{
�{ + ln �{

1+ �{2

´
, alltså är

�i 0(1) = �h0
¡

��
4 + 0

¢
= ��

4 �=

svar :a) �G�i(1) = ��
4 , b) lim

�{�$ 0+
�i (�{) = 1

uppg. 2

�i (�{) = �{+cos �{ =�, �i 0(�{) = 1 �� sin �{ �A0 i alla intervall
i

(4 �q+1) ��
2 �>(4 �q+5) ��

2

h
�>

�q �5 Z, alltså är �i strängt växande i alla dessa intervall och därmed strängt
växande, och således injektiv, på helaR. �i (0) = 1 , alltså är �G�i�� 1 (1) =

1
�G�i(0) = 1 . Vidare är �{�q = (2 �q+1) ��

2 [�q�5Z] lok. extrempunkter av �i 0 alltså
inßexionspunkter av �i (�i 00(�{�q) = �� cos�{�q = 0 , �i ” byter tecken i �{�q).

svar : �G�i�� 1 (1) = 1 , (2 �q+1) ��
2 [�q�5Z] är inßexionspunkter

upp. 3

Områdena har arean

1
2Z

0

1
1+ �{2 �g�{= arctan 1

2 resp.

8Z

3
2

1
1+ �{2 �g�{= arctan 8 �� arctan 3

2 .

Vi skall nu visa att arctan 1
2 = arctan 8 �� arctan 3

2 , dvs arctan 1
2 + arctan 3

2 =
arctan 8: sätt �� = arctan 1

2 , �� = arctan 3
2 , då är 0 �? ���> �� �? ��

2 och

tan ( �� + �� ) = tan �� +tan ��
1�� tan �� ·tan �� =

1
2 + 3

2
1�� 1

2 · 3
2

= 8
1 , det ger �� + �� = arctan 8 + �q��; men

eftersom 0 �? �� + �� �? �� så är �q= 0 vsv.

upp. 4

Längden är

�dZ

�� �d

q
1 + ( �i 0(�{))2�g�{ =

�dZ

�� �d

q
1 + sinh2 (�{)�g�{ = [jämn integrand]

= 2

�dZ

0

cosh�{�g�{= 2 sinh �d != 2 = �, �h�d �� �h�� �d = 2 = �, (�h�d)2 �� 2�h�d �� 1 =

1



(�h�d �� 1)2 �� 2 = 0 =�, �h�d = 1 +
�s

2
£
1 ��

�s
2 �? 0, alltså ej lösning

¤

=�, �d= ln
¡
1 +

�s
2
¢
.

svar : �d= ln
¡
1 +

�s
2
¢

upp. 5

a) (�{ + 2) 4 =
4X

�n=0

µ
4
�n

¶
�{4�� �n2�n = �{4 + 4 �{3 · 2 + 6�{2 · 4 + 4�{ · 8 + 16 =

�{4 + 8 �{3 + 24�{2 + 32�{ + 16.

b) 32
( �{+2) 4 �� 16

= 32
(( �{+2) 2 +4 )·(( �{+2) 2 �� 4) = 4

³
1

( �{+2) 2 �� 4
�� 1

( �{+2) 2 +4

´
=

= 4
³

1
(�{+2+2)( �{+2 �� 2) �� 1

( �{+2) 2 +4

´
= 1

�{ �� 1
�{+4 �� 4

( �{+2) 2 +4
.

c) Man ser direkt (eller på partialbråksuppdelningen) att �G�i = R \ { 0�>�� 4} �>
lim

�{�$ ± �4
�i (�{) = 0 �> �i(�{) �$ �4 då �{ �$ 0+ �> �{�$ �� 4�� och �i (�{) �$ ���4

då �{ �$ 0�� �> �{�$ �� 4+ , dvs �| = 0 �> �{= �� 4 och �{ = 0 är asymptoter.

�i 0(�{) = 32 �� 4( �{+2) 3

(( �{+2) 4 �� 16)2

½
�A0, då �{ �? �� 2
�? 0, då �{ �A �� 2

, �i (�� 2) = �� 2 är alltså ett strängt

lokalt maximum (globala max-min och sneda asymptoter saknas).

svar : asymptoter: �| = 0 �> �{= �� 4�> �{= 0 ; lok. max. i (�� 2�>�� 2)

52.50-2.5-5

25

0

-25

-50

x

y

x

y

d)

�4Z

1

32
( �{+2) 4 �� 16

�g�{ är konvergent, ty för �{ �� 1 är enligt a)

2



0 �� 32
( �{+2) 4 �� 16

= 32
�{4 +8 �{3 +24 �{2 +32 �{ �? 32

�{4 och

�4Z

1

32
�{4 �g�{ är konvergent.

Beräkning: enligt b) är

�4Z

1

32
( �{+2) 4 �� 16

�g�{=

�4Z

1

µ
1
�{ �� 1

�{+4 �� 1

( �{ +2
2 )2

+1

¶
�g�{=

=
£
ln �{ �� ln ( �{ + 4) �� 2 arctan �{+2

2

¤�4
1 =

= lim
�Q�$�4

³
ln �Q

�Q+4 �� 2 arctan �Q+2
2

´
��

¡
�� ln 5 �� 2 arctan 3

2

¢
= �� �� + ln 5 + 2 arctan 3

2

( lim
�Q�$�4

³
ln �Q

�Q+4

´
= lim

�Q�$�4

³
ln 1

1+ 4
�Q

´
= ln 1 = 0 ).

3



Matematik CTH&GU

Tentamensskrivning i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2005-10-19
kl. 14.00-18.00  i V
Hjälpmedel: Inga, ej heller räknedosa,Telefon: Elin Götmark, tel. 0762–721860
OBS:  Ange linje och inskrivningsår samt namn och personnummer på skrivningsomslaget.
           Ange namn och personnummer på varje inlämnat blad du vill ha rättat.
================================================================

1. Funktionen   är deriverbar påRIRIf �o: RI ; bevisa eller motbevisa (genom att ge 
ett motexempel) a) f  är jämn f �c�Ÿ  är udda, b) f  är udda  är jämn, f �c�Ÿ
c)  är jämn  är udda, d)f �c f�Ÿ f �c är udda  är jämn. f�Ÿ (6p)

2. Beräkna x
xx

x

coscosh
0

lim ��
�o

   (L'Hospitals regel får ej användas). (4p)

3. Funktionen    definieras genomRIRIf �o:

1
1

)(
��
��

� 
x
x

xf    för RIx�• ••�^    och�`1 �� �� 2
11 � f .

a) Bevisa attf  är kontinuerlig. I vilka punkter ärf  deriverbar? 
b) Rita kurvan �� ��xfy �   med angivande av extrempunkter och asymptoter.

c) Bestäm den primitiva funktionF  till f  som satisfierar �� �� 00 � F .

(5p)

(6p)

(7p)

4. Låt .�� �� )arcsin( xexf ��� 

a) Rita kurvan �� ��xfy �   med angivande av , extrempunkter,

konvexitet/konkavitet och asymptoter. Motivera även varför f  är injektiv.
fD

b) Beräkna längden av kurvbågen �� �� 3ln0, �d�d� xxfy .

(6p)

(6p)

5. Bevisa att om   är kontinuerlig påRIRIf �o: �> �@ baRIbRIaba ���•�• ,,,, ,

  för�� �� 0�txf �> �@bax ,�•   och �� �� 00 �!xf   för en punkt �> �@bax ,0 �•    så är .�� ���³ �!
b

a

dxxf 0 (5p)

6. a) Låt   vara deriverbar påRIRIf �o: �@ �> baRIbRIaba ���•�• ,,,, . Visa att
f  är växande på   om och endast om�@ba, �> �� �� 0�t�cxf   för varje .�@ �>bax ,�•

b) Visa att 1lim sin
0

� 
�o x

x
x

  (du får använda att �� ��xcos   är kontinuerlig). 

c) Definiera funktionen xarctan  och härled dess derivata.

(6p)

(5p)

(4p)

Betygsgränser:

24p – 35p  ger betyget 3,  36p – 47p ger betyget 4,     48p  eller mer  ger betyget 5 BB








































































































