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Tentamensskrivning i Reell matematisk analys F1, del A (TMA975) den 18/8-2000,
kl 8.45-12.45

Hjalpmedel: Inga, €j heller raknedosa.

Telefon: Fredrik Altenstedt, 0740-459022

OBS ! Ange namn, personnumier, linje och inskrivningsar.

1. Bestam y(x), om (x2 + 1] y'(x) = x(y2 - lJ och y(0)= 2 . (7p)

2. Undersdk om f6ljande serier konvergerar

) i b) ey c) e s 301
i n§=:2 nlnn nz=:2 n(ln n)2 ngz ~n (ln n)?. p

cos(2x) - arctan(3x)

1—x2

3. a) Bestam Maclaurinpolynomet till funktionen f(x) =

med termer t.o.m. x5

) Bestam detivatan (0] , (8p)

4. Bestam pa reell form allmanna l6sningen (f6r x > 0) till differentialekvationen

xsy”(x) + 2x2y’(x) + xy’(x) + 3y(x) = Jnn:‘L . (8p)

n

5. Understk om funktionsfoljden {f,(x)}7_, &r likformigt konvergent for x > 0,

da fo(x) ar A T —, b) n°xe™ | (7p)
nx +1

6. Iett rektangulart rum ABCD upptacker en katt, som befinner sig i hornet A,
en ratta i hérnet B, som boérjar springa mot ett hal i hérmet C .
Katten, som hela tiden springer i riktning mot rattan, antages springa tre
ganger sa fort som rattan. Bestam en ekvation foér kattens vag, samt bestim
villkor pa sidlangderna | AB| = a och | BC| = b fér att katten fAngar rattan. (7p)

: . < % . & ; <
7. Bevisa, att om serien 2 arxp ar konvergent, sa ar potensserien E akxk
k=0 ' k=0
konvergent for alla x sadana att | x| <|xg | . - (8p)

8. Formulera och bevisa en férskjutningsregel for differentialoperatorer av typ

n
> ag(x)p®, dar p = L | (7p)
k=0 dx

/RP
VAR GOD VAND !




2)

3)

4)

5)

6)

7)

Nagra Maclaurinutvecklingar
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MATEMATIK Tentamensskrivning i
Chalmers Tekniska Hogskola Reell Matematisk Analys F, del A, (TMA 975)

Datum: 2002-08-23, 08.45-12.45

Ange CTH - nummer eller personnummer, samt Hjéilpmedel: Inga, ej heller riknedosa.

linje, inskrivningsar och namn. Telefonvakt: Fredrik Altenstedt tel. 0740 459022
1. Los differentialekvationen "+ 2y'-3y = 8xe*, y(0) =1, »'(0) =0. (7p)
* gk
2. Bestdm konvergensintervallet och summan for potensserien Z %xz’k . (7p)
k=1
3. a) Berdkna cos(0.1) approximativt med Maclaurinpolynomet av grad 2. (4p)

Ange ocksa en felgréns !

24cosx + 12x2 —24

Berdkna lim _ (4p)
x>0  xZ—xsinx
For vilka reella tal p och g konvergerar foljande serier (8p)
A S
a) z 1+~ sin(n?) b) Z—
n=2 & n=2 nq(lnn)2

Vid numerisk 16sning av differentialekvationen y'+ay = f(¢#) kan man ersitta derivatan(8p)

y" med differenskvoten Ji(-t-ih—z:—z—(—t) dir A &r ett fixt men litet tal, (Eulers metod).

Genom att sitta ¢t = nh, y, = y(nh) och d, = f(nh) dir n = 0,1,2,3, ...
diskretiseras differentialekvationen och en approximerande differensekvation erhélls
istéllet. Satt upp differensekvationen i fallet a = 1 och f(¢) = ¢ och med begynnelse-

data y(0) = 0. Jamfor sedan 16sningen till differensekvationen med l6sningen till den
ursprungliga differentialekvationen.

Lét ¢ vara ett godtyckligt reellt tal. Sétt f,(x) = n°x(1 -x2)", 0<x<1. (7p)
Visa forst att f,(x) = 0 punktvis pd [0, 1]. Undersok sedan for vilka ¢ som
funktionsfoljden f,(x) konvergerar likformigt pa [0, 1].

Formulera och bevisa Maclaurins formel med Lagranges restterm. (8p)
o0
Visa att om potensserien Z a,x* konvergerar i punkten x, # 0, sd konvergerar (7p)
k=0

serien absolut for alla x sidana att [x| < |xg| .












MATEMATIK Hjalpmedel: bifogat formelblad, ej rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Telefonvakt: Axel Malqvist, tel. 0740 459022
Tentamen 2002-12-16 kl. 14.15-18.15

Matematisk Analys F1, del A (TMA 975)

OBS! Skriv namn och personnummer pa samtliga inlamnade papper. Skriv dessutom linje och

inskrivningsar pa omslaget. Skriv hégst en uppgift per blad och numrera sidorna med uppgift

ett forst och sa vidare.

Uppgift 4 skall ej rdknas av studenter i F1 eller studenter som har gjort Matlab-
tentan 2002-12-07.

1)

2)

3)

(a) Los differentialekvationen (4p)
2zy +y=xvr, y(l) =1
(b) Bestdam alla losningar till differensekvationen (4p)

yn+2+4yn =n+ L

Bestdm konvergensintervallet for potensserien (7p)
oo
S (=2)" 2
“—~1+n
Bestdm konstanten a sa att foljande gransvérde existerar (8p)
ze” + atanz

lim ——————
20 22 In(1 + z)

Berdkna sedan gréinsvérdet.
Se nista sida for uppgift 4.

Visa att (8p)

= In(n)
SyLIE
n=2

oo
B o

En bil med massan m och begynnelsehastigheten vy far rulla fritt (pa en (7p)
rak vig) tills den stannar. Bilen bromsas in dels pa grund av s.k. rullfrik-

tion och dels pa grund av luftmotstandet. Man anser att rullfriktionen &ar
proportionell mot hastigheten (v) och att luftmotstandet &r proportionellt

mot v2. Formulera en rorelseekvation for bilen och berikna hur langt bilen

har rullat nir hastigheten har minskat till vg/2.

Var god véind!



7) (a) Definiera Maclaurinpolynomet av ordning n till en funktion f.
Vilken egenskap karakteriserar Maclaurinpolynomet?

(b) Formulera Maclaurins formel samt forklara vad den séger om f och
dess Maclaurinpolynom.

(¢) Hérled Maclaurinutvecklingen med restterm (pa Lagranges form) for
funktionen f(z) = arctanz.

8) (a) Definiera begreppen absolut konvergent respektive betingat konvergent (7p)

serie.

(b) Formulera och bevisa Leibniz konvergenskriterium.

Foljande uppgift skall ej rdknas av studenter i F1 eller studenter som
har gjort Matlab-tentan 2002-12-07.
4) Los nedanstaende differentialekvation med en potensserieansats.
w4y +y=z y0)=1.

Ange ocksa konvergensradien for potensserien och berdkna dessutom de fem
forsta termerna i potensserien.

Lycka till!
TG

(8p)



MATEMATIK Hjilpmedel: bifogat formelblad, ej riknedosa
Chalmers tekniska hégskola Telefonvakt: Rolf Liljendhal, tel. 0740 459022
Tentamen 2003-04—-17 k1. 08.45-12.45

Matematisk Analys F1, del A (TMA 975)

Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper. Skriv dessutom linje och inskrivningséar pa omslaget.

Skriv hogst en uppgift per blad och numrera sidorna med uppgift ett férst och sa vidare.

1) Los differensekvationen (8p)
2ni2 = 2Wpp1 + Y =n27", yo=1, y =1

2) Los differentialekvationen (8p)
y" +3y" —4y =222 +5 y(0)=0, ¥ (0)=1, y"(0) =5,

3) Undersok for var och en av foljande serier om den &r absolutkonvergent, (8p)
betingat konvergent eller divergent.

a) Z(—D”n—\f7 b) Z(l—%)n ©) Z(_I)H(Z:!

n—1 n—2 n=1

0 2n

4) Bestdm summan for potensserien Z < . (7p)
= n— 1

5) Berikna +v/1003 med 7 gillande decimaler (ett absolut fel mindre &in 5 x 10~%). (7p)

6) En cirkel dr indelad i n lika stora och numrerade sektorer (se figuren). Varje sektor skall
fiargldggas med en firg och det finns totalt &k (k > 3) stycken férger att vilja bland.

(a) Lat a, vara antalet sitt att fargldgga figuren sa att tva nirliggande cirkelsektorer inte  (4p)
har samma firg. Visa att om n > 3 sa giller foljande differensekvation

Upi1 +a, = k(k —1)".
(En liten ledtrad finns pa nista sida.)

(b) Bestim a,, (vadir as?). (4p)

Var god viind!



7) Formulera och bevisa Maclaurins formel med Lagranges restterm. (7p)

8) Formulera och bevisa en sats om konvergens och divergens for serien (7p)

1
Z =E didr p ér en reell konstant.
k=1

Lite hjdlp till uppgift 6a: Tank pa att nir sista cirkelsektorn (nr. n + 1) skall fargliggas sa &r
antalet farger man kan vilja bland beroende pa om sektorerna nr. 1 och nr. n  (forsta och nist
sista) har samma firg eller e;j.

Lycka till!
TG


















MATEMATIK Hjilpmedel: bifogat formelblad, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Telefonvakt: Richards Grzibovskis, tel. 0740 459022
Tentamen 2003-08-22 k1. 08.45-12.45

Matematisk Analys F1, del A (TMA 975)

Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper. Skriv dessutom linje och inskrivningsér pa omslaget.
Skriv hogst en uppgift per blad och numrera sidorna med uppgift ett férst och sa vidare.

1) Los differentialekvationerna

@ Vryy' =yly—1), >0
(b) zy —by=uz, x>0.

2) Avgor om foljande serie dr konvergent,

o0 TL

:0 2n—|—

n

Bestdm 1 sddana fall dess summa.

3) Berikna ett ndrmevirde till den generaliserade integralen

/ Y cosz — 1 d
——dx

o 2Vu

med ett fel som ir mindre dn 5 x 1072, (2 giillande decimaler).

4) 1en enkel klimatmodell beskrivs avvikelsen (x,,) fran den arliga medeltemperaturen
i manad nummer n, med differensekvationen

Tpio — \/§xn+1 +x,=0, v1=—-12, x3= —6.

I vilken manad #r det kallast och i vilken #r det varmast? Rita en kurva som visar
temperaturens svingningar fran manad till manad.

8
=

cos ?“
5) Lat p(x
n=0

(a) Bestim konvergensradien for p(x).

(b) Visaatt p(z) &ren lsning till differentialekvationen
y// i y/ + y = 0.
och uttryck med hjilp av detta p(z) med elementira funktioner.

Var god vind!

(8p)

(7p)

(7p)

(7p)

(8p)



6) Ar 1861 konstruerade Weierstrass en funktion som viickte stor uppmérksamhet , (8p)
flx) = Z 27" 25in(2"x).
n=0

Bevisa att Weierstrass funktion f dr kontinuerlig pa R.
En alldeles speciell egenskap som [ har dr att den inte ér deriverbar i nagon punkt i R.
Visa att Weierstrass funktion inte &r deriverbari x = 0.

7) Formulera och bevisa Maclaurins formel med Lagranges restterm. (7p)

8) Formulera och bevisa 16sningsformeln for en homogen linjir differentialekvation (8p)
av ordning tva.

Lycka till!
TG












Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A den 13/12 2003, k1. 14.15-18.15.

Hjalpmedel: Formelblad pé baksidan, ej rdknedosa.

Telefon: Axel Malqvist, tel. 0740-459022.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

Uppgift 4 skall ej rdknas av studenter i F1 eller studenter som har gjort MATLAB-
tentan 2003-12-06.

1. Los differensekvationen
Yn+2 + 2'yn—|—1 +yn = nZ- (713)

2. Undersok om féljande gransviarden existerar. Berékna dem i s3 fall.

In(1 + 22) — sin2 . 2
a) lim n(l +27) — sin x’ b) i sin(zy”) . (4p per del)
z=0 1 —cos(z?) (z,9)—(0,0) 2y* + 23
3. Los differentialekvationen
y" +y" + 4y + 4y = = + cos® z. (8p)

4. (Denna uppgift rdknas endast av studenter i hogre arskurs som inte har gjort MATLAB-tentan
2003-12-06.)

Visa att funktionen f(z) = Zﬁo(—l)km (%)Qk+2 ir en 16sning till differentialekvationen
22y" + 2y’ + (22 — 4)y = 0 . For vilka x giller 16sningen? (8p)

5. For vilka reella = konvergerar serien

Z (cos ;)n z"? (7p)

6. Studera funktionen f(z) = > 7% (z + n)2e~(@tn)
a) Visa att serien konvergerar likformigt pa [0, 1].

b) Berdkna fol flz)dx. (7p)
7. Formulera och bevisa satsen om Maclaurinutvecklingens entydighet. (7p)
8. Formulera och bevisa jimforelsekriteriet fér positiva serier. (8p)

KH



Losning till tentamen i Reell matematisk analys F, del A den 13/12 2003

1. Karakteristiska ekvationen #r r? + 2r + 1 = 0 med 18sning r1,» = —1. Dérfér dr homogenldsningen

g = = (Cy + Can)(—1)™. Eftersom 1 inte &r en karakteristisk rot, ansitts en partikuldrlosning yP =

an® + bn + c. Insittning ger

117(1122 +2?/££21 +yP) =an+22+b(n+2)+c+2lan+1)2+bn+1)+c +an’+bn+c

= dan® + (8a + 4b)n + 6a + 4b + 4c = n°.

Alltsa skall vi ha 4a = 1,8a+4b =0, 6a+4b+4c =0, dvs. a = 1, b= —3, ¢ = ;. Allméinna lésningen
iy, =y +yP =(C1 + Con)(=1)" + tn? — Ln 4+ L.
2. a)
In(1 4 2?) —sin’z _ z? — 3zt + 0(2%) — [z — §2° + O(aP)]? _ a? — 1zt — 2% + $2* + O(2f)
1 — cos(x?) 1—[1- 1%+ O(28)] 1zt + O(z?)
—gz' + O(a®) B -+ +0(z%) 1

= —+|—7z|dax = 0.
12t 4+ O(a?) 14+0(z) 3|9*°

b) Om f(z,y) = Sny ) (definierad for z # 0), dr f(x,0) = 0 for alla z # 0, medan f(z,z) = sin(z’)

zy2+a3 223
som gér mot 3 da z — 0. Alltsé saknas grinsviirde da (z,y) — (0,0).

3. 1. Karakteristiska ekvationen ar 73 + r2 +4r +4 = r2(r + 1) + 4(r + 1) = (r + 1)(r> + 4) = 0 med
l6sningar r = —1, ro3 = £2i. Homogenl6sningen ar y, = Cre™* + C3 cos 2z + C3 sin 2z.

2. Hogerledet &r z+cos? z = $+%+% cos 2x. Sok forst en partikularlosning till v’ +y" +4y’ +4y = a;-{—%.
Ansdtt y,1 = ax + b. Insdttning ger

1
4a+4(ax+b):4ax+4a+4b:$+§,

varav4a=1,4a+4b=%,dvs. a=3,b=—%, 0ch yp1 = % —
S6k sedan en partikuldrlosning y, o till "' + y"' + 4y’ + 4y = 5 cos 2z. Om w,, &r en partikulérlosning

till w4+ u” + 4u' + 4u = 1€, dr y,» = Rew,. Skriv u = ze**® och anviind forskjutningsregeln:

u" +u" +4u' +4u = (D + 1)(D? + 4)[z€?*] = **(D + 2i + 1)((D + 2i)® + 4) [2]

= e?®(D 4 2i + 1)(D? + 4iD)[2] = €*®(D? + (6i + 1)D? + (=8 + 4i)D)[2] = = €*%*.
Alltsa dr z 16sning till 2" + (6i + 1)z" + (=8 + 44)2' = %, och vi ansitter z, = cz. Inséittning ger
(=8 +4di)e = 3, ¢ = gy = w5 = —w(2+1), sdatt up = —35(2+0)e*, yp2 = Reu, =

— 16 Re[(2 +4)(cos 2z + i sin 22)] = — 5 (2 cos 2z — sin 2).
3. Allménna l6sningen till den givna ekvationen &r

1
y=C1e"" 4+ Cyco82z + Cssin 2z + r_Z_

178710 (2 cos 2z — sin 2x)

(@) = T2 (- ) F e (2) 7.

3 - : T )22 3 4 2%k+2
+;“N T_Wﬁﬁﬂﬁ“—;FNWﬂgxw+



Se pa koefficienten for (2)%+2. For k = 0 dr den 21 + 5 — ;5 = 0. For k > 1 fas

2k +2)(2k + 1) % + 2 . 4 4
0 e PO g TV o OV g2
2k +2)(2k+1) + 2k +2— 4k(k +2) — 4

= (=" Kk +2)! =0

Alltsd satisfierar f(x) differentialekvationen x%y" + zy' + (22 — 4)y = 0.

2
n
. Studera potensserien Y > | (cos %) " =Y ana™.

2
an = (cos )" = entinems g1 str 400 _ oSO = 440G,
_1 a1 .
Van| =e 279G 51 dan - .

Alltsé &r konvergensradien 1. For ¢ = +1 fas serien .- (—1)"a,, och enligt ovan gir allménna
termens absolutbelopp inte mot 0 d& n — oo (utan mot e_%); serien divergerar. Den givna serien dr
alltsd konvergent precis da —1 < x < 1.

Cf(@) =0 @+ n)2e @) a) For 0 < o < 1 ér (z 4 n)2e” @+ < (n+1)%e ™ < & for nagon
konstant C (eftersom n*(n+1)%e ™ — 0 dan — o0o). Eftersom Yo7 | & &r konvergent, ger Weierstrass’
majorantsats att Y oco(z +n)2e” @+ &r likformigt konvergent pa [0, 1].

b) P& grund av den likformiga konvergensen géller att

1 o o1 ©  rntl
/ f(z)de = Z/ (+n)e @t dr =z +n=1t]= Z/ t?etdt
0 n=0"0 n=0""

=/ t’e~tdt = [—tze—t]g°+/ 2tet dt = [—2te_t]8°—|—/ 2e~tdt
0 0 0

=[-2¢7 =[2]




Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A den 17/4 2004, k1. 8.45-12.45.

Hjalpmedel: Formelblad pé baksidan, ej rdknedosa.
Telefon: Erik Broman, tel. 0739-77 92 68.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

. Los differentialekvationerna
a) (z+1)y+2y=2% y0)=1, b) (=+1)y =9 y(0) =1 (8p)

. Undersok for var och en av féljande serier om den ar absolutkonvergent, betingat konvergent
eller divergent.

X n(—1)" 1 1 N 1
b — In(l1+ -~ _— .
2) Z2n2—1’ ) z_:\/ﬁ n( +n)’ °) Z_:nln(1+n2) (8p)
n=1 n=1 n=1
. Los differentialekvationen
y'+ 2y — 3y = (z +1)e”. (7p)

. Bestdm konstanten a si att foljande grénsvirde existerar,

lim ( 1 aln(l +2a:)> '
e

z—0\ e —1 rtanx

Beriakna sedan grénsvirdet. (7p)

. Definiera rekursivt en talféljd x, genom
x
zg =1, .’Bn+1=7n+\/$ + 1.

Undersok om z,, konvergerar da n — oc. Berékna i sé fall griansvardet. (8p)

. Finn 16sningar till 2zy” —y = 0 i form av en potensserie y = Y o> a,z". Vad &r potensseriens
konvergensradie? (7p)

. Betrakta differensekvationen y,42 + ayn+1 + byn, = d,,. Lat yﬁlp ) vara en partikuldrlosning till

denna ekvation och 14t yéh) vara allménna l6sningen till motsvarande homogena ekvation (med
d, = 0). Visa att y, = y7(lp ) ¢ y%h) ar allménna l6sningen till den inhomogena ekvationen. (8p)

. Antag att potensserien ) ~° ja,z" konvergerar i punkten zy # 0. Visa att serien d& &r
absolutkonvergent for alla z sddana att |z| < |zg|. (7p)

KH



Lésning till tentamen i Reell matematisk analys F, del A den 17/4 2004

1. a ) Skriv ekvationen som y' + — +1y = +1x Den &r linjir med en 1ntegrerande faktor ef #4197 =
2@+ = (g + 1)2. Multiplicera alltsa ekvationen med (z + 1)2. Da fas L ((z + 1)%y) = (z + 1)2y’ +
2z + 1)y =2*(x+1), (z+ 1)y = [(2® +2?)de = 12" + :2° + C. Villkoret y(0) =1 ger 1 = C, och

1.4,1.3
7% +zz°+1

Y= "z -
b) Ekvationen (z + 1)y’ = y? ar separabel Om y # 0 och £ # —1 kan ekvationen skrivas d—é’ = zdfl, och
lésningen ges av f—y fw+1, —5 =In|z + 1| + C. Villkoret y(0) =1 ger C = -1, och y = m.

2.a) Yy, ';(n;—l_); Allméanna termen alternerar i tecken. Dess absolutbelopp &r

mot 0 d& n — oo (for att visa avtagandet, studera funktionen

som gar avtagande

T 2z2+1
2221 (222-1)2

Enligt Leibniz’ kriterium &r serien konvergent. Men Y 7° -—#— &r divergent (jamfor med Y 7° L). Alltsé
ar serien betingat konvergent.

_n
2n%-17

vars derivata — ar negativ).

b) >, \/—ln(1+ ). Allm&nna termen &r a, = ﬁ In(1+1) = ﬁ[%+0(#)] Jamfor med b, = #
Daér g =1+ 0(5) = 1 > 0dan — oo. Eftersom ) 72, by, ir konvergent, s& &r ocksé > 7, ap
(absolut jkonvergent.

C) Zoo 1 CFérn > 2 ir In(14n?) < In(2n%) _ In2 4 2lnn 2lnn < 3 och >1_1 Eftersom

n=1 nIn(1+n?) = Inn = "lnn ~— Inn Inn nln(1+n2) Z 3nlnn"
de =

oo, —f— &r divergent (vilkint; om inte, anviind integralkriteriet och det faktum att [,

n=2 nlnn mlnz

[Inlnz]5° = 00), varfér den givna serien dr divergent.

3. 1. Karakteristiska ekvationen #r r2 + 2r — 3 = 0 med rdtter r; = 1, 7, = —3. Allminna 16sningen till
homogena ekvationen #r y, = Cie® + Coe 37,

2. D& 1 &r en enkelrot till karakteristiska ekvationen, ansétts en partikuldrlosning y, = z(ax + b)e® =

(az® + bx)e®. DA ér

Yp + 2y, — 3yp = 2ae” + 2(2ax + b)e® + (az® + bx)e® + 2((2az + b)e” + (az® + bx)e®) — 3(az® + bx)e®
=2(4ax +a+2b)e” = (z + 1)e”

Alltsa dr 8a = 1 och 2(a + 2b) = 1, vilket ger a = 3, b = 2.

3. Allménna Idsningen till den givna ekvationen ér y = Cie® + Coe™3% + (%x2 + f—ﬁx)ex.

4. 1 aln(1+2z) ztanz —a(e® —1)In(1 + 2x)
e*—1  ztanz (e — 1)z tanx

_z(z+0(2*) —a(z + 527 + 0(2®)) (22 — 342 + O(a?))
B (z + O(x2))z(x + O(x3))

22+ 0(z*) — a(22? — 22° + 2° 4+ O(a?))

23 + O(z*)
(1-2a)z? + az® + O(z*)
B z3 4+ O(z*) '

For att gransvirde da x — 0 skall kunna existera maste a = % I sa fall blir uttrycket

Lad 4+ O(z*) B 14+0(z) 1
4+ 0(z') 140(x) "2

5. Metod 1. Visa att talféljden &r vixande och uppat begrinsad. Om sa ar fallet, finns ett gransvirde
a, som maste satisfiera a = § +vVa+1, § = Va+1, a?—4a—-4=0,a=2++/8 Men a >0, si
a = 2 + 24/2. Fér kommande bruk noterar vi att 22 — 4z — 4 = (z — @)(z — 2 + 2V/2).



Det géller att zp = 1 < a. Om 0 < 2, < a for ndgot n, foljer att 2,11 = L +vz, + 1 < §+Va+ 1=«
och &ven xp,41 > 0. Alltsd dr 0 < z,, < « for alla n. Vidare &r

2
Tp :cn-i-l—%f 1m%—4xn—4
Tptl —Tpn=—7F+VIp+l= — b0 = ——

" " 2 " Zn + Vo, + 1 422 4/, +1

__l(xn—a)(:vn—2+2\/§) S0
4 ot Vo, +1 ’

ty 0 < z, < a. Alltsd ar foljden vixande och uppéat begrinsad, och enligt ovan vet vi da att
limy, o0 T, = 2 + 2V/2.

Metod 2. Anvind satsen om fixpunktsiteration. Vi har z,41 = f(z,), dér f(z) = § + 2 + 1. Lat
I vara intervallet [1,8]. zo € I. Om z € I sa féljer f(z) > § + V2 > 1, och f(z ) <4+9 <8,
dvs. f(z) € I. Vidare &r f'(z) = § + ﬁ, och for z € T ar 0 < f'(z) <1+ -1 < 1. Enligt en
sats konvergerar da z,, mot den entydigt bestimda roten « till ekvationen z = f(z

a =2+ 2v/2.

2
)i I Som ovan fés

. Ansiitt en 1osning y = > a,z". Om konvergensradien R r positiv, géller for |z| < R

o0

oo o0
y = Z napz™ "t = Z(n + Dap1z™, 3" = Z n(n + Dap12™ 1,
n=0

2xy" —y = z 2n(n + Dap41z"™ Z anx" Z[2n(n + Danpy1 — ay]z” = 0.
n=0 n=0

Alltsa ar 2n(n + 1)ap41 — an, for alla n. n =0 ger ag = 0, och {6r n > 0 4r ap41 = 2n(71L7+1)an' Vi far

1 1
2.1.2% BT 99397 .93 "

1 1
2.3.4% 7 3(1.2.3)1™

as = a4 =

an+1 =L - 30dan— oo, ir R= oo. Alltsa ger

Allmant fas a,, = m‘“ Eftersom n(n+1)

> 1
y:alz -1 T
2T —1)Pn

en 16sning till differentialekvationen for alla x.




Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A den 20/8 2004, k1. 8.45-12.45.

Hjalpmedel: Formelblad pé baksidan, ej rdknedosa.
Telefon: Erik Broman, tel. 073-977 92 68.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Los differensekvationen gy, 1o + 2yni1 + 4yn = n? + 1. (8p)
2. Lés differentialekvationen (22 + 1)y’ + z(y? + 2y) = 0. (7p)
3. Konvergerar eller divergerar
00 0 2
In(n? + 2) — In(n2 + 1 b i, 8
2) Y [n(n® +2) In(n® + 1)V, DLk (sp)
n=1 n=1
4. Berdkna gransvirdet
. (e””2 - 67582)\/14-—.’1)2 —z?(e® +e %) (8p)
im .
z—0 2In(1 4+ z*) — In(1 + 2z*) P
5. Berdkna summan
o 372n
-1)" . 7
nz::()( A e Ty (7p)
6. Undersok funktionsféljden f,(z) = n’fmeﬂn_ﬁ m.a.p. punktvis resp. likformig konvergens da
n — oo for = € [0,1]. Berdkna lim,_, fol fn(x) de. (7p)
7. Formulera och bevisa Maclaurins formel med Lagranges restterm. (7p)

8. Formulera och bevisa 1dsningsformeln f6r en linjir homogen differentialekvation av ordning

tva.

KH

(8p)



Formelblad

Trigonometriska formler

. . . . 9 1 —cos2z
sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny sin” g = ———

. . 9 14 cos2z
cos(z +y) = cosx cosy — sinz siny cos" T = ————

tanz + tany
t =
an(z +y) 1 —tanztany

Nagra integraler (integrationskonstanter &r uteldmnade)

o dz = —— - arctan —— 0. do=——1 0.
/xQ—I-a Y R A /:1:2—@ T Merval t”
/71 d in—, a>0 / L4 In|o + V/a? + >0
T =arcsin—, a . ————dr=In|z z+al, a .
va — z? Vva V2 +a

/\/$2+ada:: % (ac\/:c2+a+aln‘a:+\/a:2+aD

Malaurinutvecklingar

2 n n+1

e$=1+x+%+---+%+heew

In(l4+2z)=2z— %2 +ee (—1)”*1% + (—1)”(57311) "1 —1—19:1;

1+2z)*= 1+a$+@x2+---+ (Z)ac"—i— (n?—l)an'W
sinx:m—:%3+---—|—(—1)"_1%—%(—1)”%0059:5

cosz =1-— %2 +-o 4 (=) (;:;' + (—1)"“% cos Oz

Stirlings formel

n! = (g)n-\/%m-(l-l—en), dir ¢, —0 ddn— oo.



Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del A, fér F1 den 20/8 2004

1. LS Ynt2 + 2Yns1 + 4y, = n? + 1. Karakteristiska ekvationen &r 2 4+ 2r + 4 = 0 med 16sning r = —1 4
VI =4 = —14iy/3 = 2¢*27/3_ Allm#nna 6sningen till homogena ekvationen ar y{ = 27(C; cos 2m g

C, sin 22). Ansiitt en partikulirldsning yP) = an? + bn + c till den givna ekvationen. Insittning ger
an+2)* +b(n+2) +c+2a(n +1)% + 2b(n + 1) + 2¢ + 4an® + 4bn + 4c
=T7an® + (8a + Tb)n + 6a +4b+ Tc =n® + 1.

Da fas ekvationerna 7a = 1, 8a + 7b = 0, 6a + 4b + 7c¢ = 1 med 16sning a = % b= 489, c= %

Ekvationens allménna lGsning ar y,, = yéh) + y(p) =2"(Cy cos 22 + Cosin 252) + 1n? — En + 22

2. Los (22 + 1)y’ +z(y? +2y) = 0. Ekvatlonen kan skrivas ﬂQLy — E‘fl, om y # 0 och y # —2, och dr

alltsi separabel. Losningen ges av [ 2L Ty = 2dr Vihar [ 2 s = y(—;%) =[Gy—3;)dy =
tlnfy|—ilnly +2| = 1ln|y+2| och [ ﬂ‘ffl = 1ln(:zz + 1), varfor 1n|y—';2| =Inz?+1)+C, =
In[e“t (z? + 1)], och |y—| = ecl(a: +1), &2 y =1 + = +e% (22 4+ 1) = C(2? + 1), diir C &r en
godtycklig konstant, C # 0. Alltsa ar 7 = C(a” + 1) —1,y = g1 =oeo - Vi kan hir
dven tillata C' = 0, vilket ger 16sningen y = —2. Dessutom dr y = 0 en 16sning, som inte fas for nigon

konstant C. For C' < 0 och C > 1 existerar 16sningen for alla z. For 0 < C' < 1 existerar den pa

. . 1—-C
intervall dir z # £/ ~7=.

3. a) Vi har serien Y .- | an, dir a, = [In(n? 4+ 2) — In(n? + 1)v/n = /nln Zzif = nn(l + =iy) =
Vil + O(5)] Jamfor med b, = 7 Da ér §= = 2+1 4+ 0(7z) = 1> 0, d& n — oo. Eftersom

>-o2 | by dr konvergent, sé dr ocksd >~ | an konvergent.

b) Vi har serien E 1 Gp, dir a, = T(‘gn), . Det giller att

any1 _ (n+Dn+1)"2@Bn)!  (n+1)(n+1)%(n+1)*"
a, (3n + 3)!nin2n ~ (B3n+1)(3n +2)(3n + 3)n2n
(1+1)2 1., 1,
SN S iV G C LN IS T T PN
3(3+%)(3+%)( AT nTree

Enligt kvotkriteriet dr da ) > | a, konvergent.

4. Anviind Maclaurinutveckling. Se pa némnaren forst. In(1 +t) =t — 2¢> + O(t3) da t — 0, varfor
1 . 1
2In(1 + z*) —In(1 + 22*) = 2[z* — 5:1:8 + O('?)] — [22* - 54:1:8 + O(z'?)] = 2® + O(z'?).
Utveckla téljaren t.o.m. z8-termer. Utvecklingarna e = 1+t+ $t2+ 43+ 57t + s t° + 550 + =55t +

O(t%) och T+t =(1+8)1/2 =1+ L4 252z 4 22 2)t3+0(t4)—1+ L1 4 L3 0t
dat— 0 ger

1 1 1 1
€ —e ™) W1+a2 —a2(e® +e %) = [222 + 32° + 0@ L+ 5a® — g’ + 1o + 0(®)]
1 1 13
—$2[2+x2+ﬁm4+ﬁ$6+0(a¢8)] = 28 +0(2'%) daz — 0.

Alltsa giller att

(" — e WIT@ —aX(e +e®) _ Pt +060) _B+06) 13
2In(1 + z*) — In(1 + 224) T 2 +0@2)  1+0@=Y) 45 '




. 2n+2
5. Studera funktionen f(z) = Efzo(—l)"m.
serien &r Y > (—1)"z?", som har konvergensradien 1, s& har serien for f(z) ocksa konvergensradien
1, och det giller att f"(z) = Y oo (—1)"z?" = 320 (—z2)" = L5 for |z| < 1. Alltsa &r f'(z) =

n=0 n=0 14x2

Efzo(—l)"gj::ll = arctanz + Ci, och da f'(0) = 0, & C; = 0. Ytterligare en integrering ger
f(x) = [arctanz dz = rarctanz — [ 2t do = zarctanz — § In(1 + 2%) + Cs. Eftersom f(0) = 0, &r

C3 = 0. Den sokta summan &r 9f(3) = 9[3 arctan 3 — $In(1 + §)] = 3arctan § — §1n 12,

Eftersom den formellt tva ganger deriverade

6. For fixt = € [0,1] giller att f,(z) = 2&ents — ze® di n — oo. Undersdk |f,(z) — ze®|. Man kan

n+x
t.ex. utnyttja att fn(z) = g(;2%) for funktionen g(t) = te’. Da &r |f,(z) — ze®| = |g(;2%) — 9(2)| =
|(;2% — 2)g'(§)] for nagot £ (beroende pa n och z) mellan %% och z, speciellt mellan 0 och 1. Nu &r
-z = —n’fzoch g'(t) = (t+1)et. Alltsa ér (for 0 <z <1 ochn > 1)
| fn(z) — x| = 2 (E+1)ef < 126—)0d5,n—>oo
" n+x -n ’

Alltsa konvergerar f,(z) likformigt mot ze® pa [0,1] d& n — oco. P.g.a. den likformiga konvergensen
géller att

1 1 1 1
lim / fn(z)dx = / lim f,(z)dz = / ze® dr = [ze®]) — / efdr=e—(e—1)=1
0 o "o 0 0

n—o0




Matematik, Chalmers/GU

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A
Tid: 11/12 2004, k1 14.00 — 18.00

Hjilpmedel: Formelblad bifogas tesen, ej riknedosa
Telefonvakt: Leonid Gershuni 073- 977 9268

1. Los differensekvationen

{ Yn+2 — 3yn+1 + Qyn =n?

Yyo=1,4y =2
(7p)
2. Los differentialekvationen
{ y"' — 2y +y=cos’z
y(0) =1, y'(0) =2
(7p)
3. Avgdr om griansvirdena existerar och i sa fall berdikna dem
(2) lim, o ttapacsine,
(b) lima,)0.0) -
(4p+4p)

4. (Denna uppgift ska endast riknas av studenter i hogre arskurs som inte gjort
MATLAB-tentan 2004-12-04.) Bestdm en icke-trivial 16sning (y(z) # 0) till

2?y" +xy' + (x2 — 1)y = 0 pa formen X2° ,a,z" samt berikna konvergensradien

for denna.

(8p)
5. Konvergerar eller divergerar

(a) Eoo tan%

n=1In(n+1)’

(b) y 0 1

— 1 -
n=1 nltn

(4p-+4p)



6. Lat f vara en kontinuerlig reell funktion som uppfyller

C

|f(z)] < 1122

T € R,

dir C &r en positiv konstant. Definiera! F' pa R som
F(z) =%y _ f(x+n).

n=—oo

Visa att

(a) F &r kontinuerlig och periodisk med perioden 1, dvs. F(x + 1) = F(z)
for alla z € R.

(b) for varje kontinuerlig periodisk funktion G(x) med perioden 1 géller
1 00
/ F(2)G(z) dz = / f(@)G(z) da.
0 —00

(7p)
7. Formulera och bevisa Leibniz’ konvergenskriterium for alternerande serier.

(8p)

8. Definiera begreppet likformig konvergens pa en méngd M for en funktionsféljd,
samt formulera och bevisa satsen om grinsovergang under integraltecknet for
en likformigt konvergent funktionsfoljd.

(7p)

LF(z) = imN_yoo BN N f(z +n)



Losningsforslag till TMA975 del A, 2004-12-11

1. Los
Ynio — 3Yns1 + 2y =12, n=0,1,2,... (%)
Yo=1,11 =2
Losning:
Karakteristiska polynomet: r2—3r+2 = (r—1)(r—2) ger homogenlésningen
Yy = A + Bam.

For partikulirldsning ansitt y$¥) = n(C + Dn+ En?), da 1 ir ett nollstille
till det karakteristiska polynomet. Inséttning i (x) och identifiering av ko-
efficienterna ger

n: —C+D+5E=0

nt: —2D+3E =0
n?: —3E=1
Alltsa ar
_ 13
C=-%
1
D=—3
_ 1
— 3
Lésningen till (x) ges av
13 1 1
vn =+ = A+ BY' — Cn— o’ = on’, n=0,12,..

Koefficienterna A och B bestams fran begynnelsevillkoren yq = 1,y; = 2
vilket ger A = —3, B = 4.
1

Svar: y, = —34+4-2"— 2n—n? —Ind n=0,1,2,....
2. Los
y' —y +y=cos’x
y(0) =1,y(0) =2

Lésning:

Karakterisisk polynomet: 72 — 2r + 1 = (r — 1)? ger homogenlésningen
yn(z) = (A+Buz)e®. Ansitt partikulirldsning §,(z) = C+De® da cos’> x =
3+ 3 cos(2z).

Detta ger

=1
¢=3 . . dvs
(—4—2-2i+ 1)D612$ — %€z2$

T Q
Il
N|—

3, -2
50 T3



3.

4.

Vi far partikularlosningen
1 3 2 . 1 3 2
Yp(z) = 57t Re ((—% + i2—5)e’2w) =5~ 50 2r — %5 sin 2z.
Losningen till differentialekvationen ges av

.1 3 2 .
y(x) = yn(x) + yp(2) = (A4 Bx)e” + 5~ 5o o 2r — %sm%

Konstanterna A och B bestdms av begynnelsevillkoren y(0) = 1,4'(0) = 2.
Vi far

14 40
A=—, B=—
25 25
Svar: y(z) = (5 + 322)e” + 3 — & c0s 2z — = sin 2z.
. arctanz —sinz
(a) lim 5
20 x3 cosx
Losning:

MacLaurinutveckling av ndmnare och téljare ger

arctang —sinz 7 — ‘”—33 —(z - %) +0(z%)  —§+0(z?) . 1
z3cosx B 23 + O(x9) 1+ 0(2?) 6’
Svar: —%.
3
(b)  lim ;E :
(z,y)—(0,0) T2 — Y
Lésning:
Satt f(z,y) = ;5. Vi far

f(x,0)=2—0, z—0
flz,z?—2*)=1—1, 2—0

Svar: gransvardet existerar ej.

Los 22y* + zy" + (22 — 1)y = 0 med potensserieansats.

Losning:
Satt y(z) = Y02 janz™. For |z| < R, dir R = konvergensradien for
potensserien kan denna deriveras termvis upprepade ganger. Detta ger

o0 o o0
7 Z apn(n —1)z" 2 + 2 Z apnz™ t + (22 — 1) Z a,x" =0
n=2 n=1 n=0

Detta ger (efter lite byte av index)
ap(n(n—1)+n—-1)+a,—2=0 n=23...
a; — a1 = 0

CL():O

r — 0.



dvs

as =0, k=0,1,2, ...

1 1
A2k+1 = (_1)k(§)2kmala k 2071727"'

Alltsa
- 1 1
y(@) = a3 (19" G ™
k=0
Denna potensserie har konvergensradien
— 1/( 2k+3)% - 00

’HOO O2k+1
dvs, konvergensomradet ar R.

Svar: a1 37 o(—1)"(3)" gy e® " med konvergensomradet R.

5. Konvergerar eller divergerar

tan =
ln (n —|— 1)

Losmng
Jamfor med nlnn, ddr vi vet att > >0, nlnn divergerar.

tan%

111(n1+1) = ntan l . 7111” =

—— n In(n+1)

1 1 1
=n(=+0(=))- e —1, n— oo

n n
———— 1+ Y
—1
—1

Jamforeslsekriteriet pa gransvirdesform ger att
Svar: serien divergerar

Kommentar: Observera att en utveckling av logaritmfunktionen a la

In(1+4n) =n+ O(n?)

ger ingen information da resttermen dominerar.
o0

1
(b) Z 1+1°

n=2 n "

Losning:

Jamfor aven har med nlnn Vi har
_1
A+ Inn

T = —1 — +00,n — 0.

nlnn nn




Jéamforelsekriteriet ger (— oT 2> —— for stora n) att
n ta

Svar serien divergerar
Kommentar Man kan inte utifran att 1 + % > 1 dra slutsatsen att

o
Yol 1+1 konvergerar!!

6. f € C(R) uppfyller |f(z)] < 1+ —, ¢ € R. Sétt

= i flx+n), neR

n=-—oo

Vi ska visa:

(a) F e C(R) och F(z+1) = F(z) for allaz € R

(b) [, F(z)G(z)dz = [* f(z)G(z)dz for alla G € C(R) dir G(z + 1) =
G(z) allaz € R

Lésning:

Fixera kompakt intervall [-R, R] dir R > 1. Da giller att |f(z + n)| <
1+( iy allaw € [-R, R| for alla |n| > 2R. Weierstrass M-test ger att

ZIH\ZQR f(z +n) konvergerar likformigt pa [—R, R] och sa ocksa hela F'(x)
(Den punktvisa konvergensen klar direkt via jamforelse med serien En—g)
Da alla translationer f(x+n) av f(z) ar kontinuerliga och serien konvergerar
likformigt &r F' kontinerlig pa [-R, R]. F(x+ 1) = F(z) foljer 1att. Vidare

1
/ x)dx = / Z f(z +n)G(z)dr = {gransdvergang
0

n=—0oe

under [-tecknet med likformig konvergens} =

Z/f:r—l—n z)dr = Z/ f(@)G(z — n)dz =

ZOO/ f(2)G(z)dzx = /_Oof(x)G x)dx



Hjilpmedel: Formelblad bifogas tesen, ej riknedosa
MATEMATIK Telefon: Axel Malqvist, 0739-779268
Chalmers tekniska hogskola 2005-04-02 k1. 08.30-12.30

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A

Betygsgrinser: 3=24p, 4=36p, 5=48p. Lirares nirvaro i tentamenssalen: ca 9.30 och 11.30.
OBS! Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper.

1. Los differentialekvationen

8

{y’= 2y — 31%,
y(0) =1.

2. Los differentialekvationen

y" — 6y" + 11y’ — 6y = 24xe™*
y(0) =0,4'(0) = 1,y"(0) = 2.

3. Avgor om grinsviirdena existerar’ och beriikna i si fall dem:

. 2
a) lim, o II}_, gz;;l)?) ,

2

b) limz g 00 (22 + )% .

4. a) Avgor for vilka reella tal p som serien

S sin()
konvergerar.
b) Avgér om i
)
konvergerar.

5. Bestdm den allmiinna potensserie som satisfierar
y' —zy' + 2y = 0.
Bestdm ocksa potensseriens konvergensradie.

6. Lat f vara en kontinuerlig funktion pa intervallet [0, 1]. Avgdr om

lim n/lx"f(:c) dx
0

n—00
existerar och berdkna i sa fall gransvirdet.
7. Formulera och bevisa satsen om potensseriers konvergens.

8. Formulera I'Hospitals sats. Bevisa nagot av fallen.

PK

1Tolkning av produktsymbolen: nglan =ai-Qy°... AN

(7p)

(4p)

(3p)

(8p)















Hjilpmedel: Formelblad bifogas tesen, ej riknedosa
MATEMATIK Telefon: Erik Broman, 0762-721860

Chalmers tekniska hogskola 2005-08-19 kl1. 08.30-12.30

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A

Betygsgrinser: 3=24p, 4=36p, 5=48p. Lirares nirvaro i tentamenssalen: ca 9.30 och 11.30.
OBS! Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper.

1. Los differentialekvationen

{ y/// + 3y// + 4y/ + 2y —e T
y(0) =y'(0) =y"(0) = 0.

2. Beriikna for godtyckliga reella tal ay och a; foljden (a,)%, da

2
an+2:an%+an, n=20,1,...

Berédkna sedan
; .42 2 _
max{ lim a, : ay + af = 1}.
n—oo

3. Avgoér om griansvirdena existerar och berdkna i sa fall dem:
a) limg ,o0(3 + e:)?,
b) limg 4)-(0,0) |:vy\w4+y4.

4. Avgor for vilka reella tal x som serien

1

o0 n
n=1 nln n x

konvergerar.
5. Bestdm den allminna potensserie som satisfierar
v —zy' + 2y = 0.
Bestam ocksa potensseriens konvergensradie.

6. For vilka reella tal x konvergerar serien

n
s T

7. Formulera och bevisa Weierstrass majorantsats.

8. Formulera och bevisa integralkriteriet.
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