TMS125, Stokastiska Processer F2
Tentamen

Fredag 25/8, 2006. Eftermiddag. OBS 5 timmar.
Jour: Johan Tykesson (772 5360)
Hjilpmedel: Endast Beta.

Tentamen bestar av sex uppgifter, och varje uppgift &r vird maximalt 5 poéng. Var no-
granna och motivera alla steg! 15 podng ritt ger minst en 3:a. Lycka till.

. Lat & vara en stokastisk variabel som ér likformigt férdelad pa [0, 1], och 1 en sto-
kastisk variabel som ér likformigt fordelad pa [€, 1].

(a) Motivera utan nagra berdkningar vilket tecken som Cov(&,n) borde ha.
(b) Berikna E[n] och den gemensamma téthetsfunktionen fy¢(z,y).
(c) Berdkna Cov(¢,n).

. Lat {X(t) }+er vara en svagt stationér process. Lat Y (t) = X (t+1) — X (¢). Berékna
kovariansfunktionen fér Y'(¢) och visa att Y (¢) &r svagt stationir.

. Lat N(t) vara en Poisson process med intensitet A\. Ar N(¢) — A\t kontinuerlig i
kvadratiskt medel?

. Lat {X;}5°, vara en Markov kedja pa tillstandsrummet {0, 1, 2, 3} med 6vergangsmatris:
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(a) Vad finns det f6r begrinsingar pa «, 3, v, och §-
(b) Om kedjan borjar i tillstand 0 (dvs Xo = 0), vad &r sannolikheten att Xo = 37

(¢) Om kedjan borjar i tillstand 0, vad &r sannolikheten att den nagonsin kommer
till tillstand 37

. Tva pumpar anvinds parallelt i en fabrik. For att fabriken ska fungera kréavs det att
atminstone en av pumparna fungerar. Niar pumparna ar trasiga repareras de, men
bara en at gangen. Bade tiden tills nir pumparna gar sonder, och reparationstiden
ar exponential-fordelad (s& systemet kan ses som en tidskontinuerlig Markov kedja).

Varje pump gar sénder med intensitet 0.004 pumpar/timme, och pumpar repareras
med takten 0.1 pumpar /timme. Dessutom sker med intensitet 0.002 héindelser /timme
olyckor (jordbdvningar!) som gor att alla fungerande pumpar gar sénder.

I lingden (d.v.s. i det stationira tillstandet) hur stor del av tiden dr fabriken trasig
p-g.a. av pumparna?

. Lat {W(t)}+>0 vara en standard Wienerprocess. Lat £ vara en stokastisk variabel
som bekriver tiden da W (t) forst antar vardet 1 eller -1. Visa att E[{] < oo (dvs
hitta en ovre grians for E[¢] som inte dr odndligheten).

Ledning: Dela upp tiden i intervall.
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1. (a) Cov(&,n) borde vara positiv, eftersom ett storre virde pa & medfor ett
storre forvantat vérde pa n.
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= (1/2)(1/2+1/3) = 5/12

Det foljer att Cov(,n) = Blén] — E[€|Eln] = 5/12 — (1/2)(3/4) = 1/24.

Cov(Y(t+71),Y (1))
Cov(X(t+7+1)—X(t+7),X(t+1)— X(¢))
Cov(X(t+7+1),X(t+1)) —Cov(X(t+7),X(t+1))
—Cov(X(t+7+1),X(t)) + Cov(X(t+1),X(t))
2rx(17) —rx(t—=1)—r.(7+ 1)

Ty (7)

Eftersom Cov (Y (t + 7),Y (t)) inte beror pa t (och E[Y (t)] = 0) &r Y (¢) en
svagt stationdr process.



3. Vi vet att E[N(¢)?] = Var(N(t)) + E[N(¢)]? = M + A*? < oo. Utdver detta

far vi:

E [(N(t) = Xt — N(to) + Ato)?]
= E[(N(t) — N(t0))?] — 2A(t — to)E[N(t) — N(to)] + N*(t — to)?

De senare tva termerna — 0 da t — ty. For den forsta géller:

E[(N(t) - N(t)*] =

—

(b) 59.

E[N(t)?] — 2E[N(t)N(to)] + E[N (t0)*]

E[N(t)’] + 2E[N(t)(N(t) — N(t))] — 2E[N(t)?]
—E[N(to)?]

Mo + AN2t5 — At + N2ty + 202t (t — to)

At — to) + A2(8 — t2) + 222t (t — to)

0

(a) a,0,7,0 >0, a+pF=1,0chd+~vy=p.

(c) Nagon gang maste vara den forsta som kedjan besoker tillstand 2 eller 3.
Om den da besoker tillstand 2, som ar absorberande, kommer den aldrig
att na tillstand 3. Om den i stéllet besoker tillstand 3 har vi situationen
vi vill ha. Den betingade sannolikheten att ga fran tillstand 1 till 3, givet
att den gar fran 1 till 2 eller 3 ar §/(y + 9).

G:

Om vi later tillstandet vara antal trasiga pumpar, sa har kedjan generator:

—0.01 0.008 0.002
0.1 —0.106 0.006
0 0.1 —0.1

Genom den vanliga metoden kan vi losa ut den stationér férdelningen:

L 110.10.026
11265

Vi borjar med att dela upp intervallet [0, 00) i intervall av typen I; = [i — 1, 7]

fori=1,.... Lat A; vara héndelsen att |W (i) — W (i+1)| > 2. Om A, intréffar
sa vet vi att £ < 7, och Pr(A;) ~ 0.5. Eftersom wienerprocessen har oberoende
okningar ar alla A; oberoende av varandra. Lat n vara det forsta i sa att A;
intriffar - da dr n geometriskt fordelad, och det géller alltid att & < 5. Fran
detta foljer att E[¢] < E[n] < oco.



